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that Petri nets nets provide a “natural” modeling method

that they are “easy” to learn

that they allow to “fix” important features of software systems, in 
particular distributed systems

that they support “clear” structuring in software development

that are supported by “nice” tools

What I cannot show you here:

the complete mathematical formalism    (see  references)

formal theorems and structural results

all application areas

What I hope to convince you:
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graphical and  equivalent algebraic/textual representation

(formally  verified) analysis algorithms

abstraction and hierarchical structures

striking concepts in concurrency

General Properties of Petri Nets

a: x:= 3

b: y:= 4

c: z:= x+y

START

STOP

START
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Tools for eding, execution and analysis 

 RENEW  http://www.renew.de/ 

 Design/CPN http://wiki.daimi.au.dk/cpntools/cpntools.wiki  

 MARS [MACAO | CPN-AMI]  http://www-src.lip6.fr/logiciels/mars/

universality in applications (nearly all application areas)

variants of the concept 

time

stochastic

high-level

object oriented

...

General Properties of Petri Nets

a: x:= 3

b: y:= 4

c: z:= x+y

START

STOP

START
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starting from program code

communicating automata/transition systems

from lower to higher level models

Introducting Petrinets by 3 approaches:

5
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010:  x := 3

020:  y := 4

030:  z := x + y

start

stop

stop

start

010:       x := 3

030:     z := x + y

020:       y := 4

stop

start

010:       x := 3

030:     z := x + y

020:       y := 4

starting from program code

6
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010:  x := 3

020:  y := 4

030:  z := x + y

start

stop

stop

start

010:       x := 3

030:     z := x + y

020:       y := 4

start

stop

start

010:       x := 3

030:     z := x + y

020:       y := 4

7
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communicating automata/transition systems

8
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from lower to higher level models

9
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Kapitel 2: Petrinetze

a

b

Abbildung 2.1: Start zweier Rennwagen

Man stelle sich vor, der Vorgang soll (z.B. für eine Simulation) modelliert

werden. Dabei könnten die folgenden Bedingungen und Aktionen als

relevant betrachtet werden:

a) Liste der Bedingungen: p1: car a; preparing for start

p2: car a; waiting for start

p3: car a; running

p4: ready sign of car a

p5: start sign for car a

p6: starter; waiting for ready signs

p7: starter; start sign given

p8: ready sign of car b

p9: start sign for car b

p10: car b; preparing for start

p11: car b; waiting for start

p12: car b; running

b) Liste der Aktionen: t1: car a; send ready sign

t2: car a; start race

t3: starter; give start sign

t4: car b; send ready sign

t5: car b; start race

Die Unterscheidung von “aktiven” und “passiven” Systemkomponenten

ist eine wichtige (aber nicht immer eindeutige) Abstraktion. Diese wird

durch Netze unterstützt:

F4/SoSe 2006
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List of conditions

List of actions
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starting two racing cars
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p1 car a; preparing for start 
p2=true car a; waiting for start 
p3 car a; running 
p4=true ready sign of car a 
p5 start sign for car a 
p6=true starter; waiting for ready s. 
p7 starter; start sign given 
p8 ready sign of car b 
p9 start sign for car b 
p10=true car b; preparing for start 
p11 car b; waiting for start 
p12 car b; running 

car a; preparing for start p1=true 
car a; waiting for start p2 
car a; running p3 
ready sign of car a p4 
start sign for car a p5 
starter; waiting for ready s. p6=true 
starter; start sign given p7 
ready sign of car b p8 
start sign for car b p9 
car b; preparing for start p10=true 
car b; waiting for start p11 
car b; running p12 

  t1 

 b 

 a 

3 

globaler Zustandsübergang global state transition
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lokaler  Zustandsübergang 
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local state transition
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5 
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independent  state transition
concurrent   state transition
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starting two racing cars
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I The Principle of Duality

Two kinds of elements:

    state elements, passive elements: Places P
            (conditions, places, resources, waiting pools, channels)

    transition elements, active elements: Transitions T 
            (conditions, places, resources, waiting pools, channels)
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 a 
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5 

II The Principle of Locality

The behaviour of a transition exclusively 
depends on its locality.

III The Principle of Concurrency

Transitions having disjoint locality occur 
independently (concurrent).
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IV The Principle of Graphical Representation

Place
                   Transition
                                                 Arc



FORTE 2006 Tutorial:                                                          Petri Nets                                                        Rüdiger Valk             Page

   -                       Kap 3:  Netze  (Teil 1)                                                                 Seite 

18

Kapitel 2: Petrinetze

t3
p6

p7

p4

p8

p5

p9

p9

p5

p8

p4

p7p6
t3

Abbildung 2.6: Schaltregel

in Abb. 3.6 gezeigt: eine Transition kann schalten, wenn alle Eingangs-

stellen eine Marke enthalten. Das Ergebnis des Schaltens ist das Entfer-

nen der Marken in den Eingangsstellen und das Hinzufügen der Marken

zu den Ausgangsstellen.

Die Abbildung 3.7 zeigt alle möglichen Folgen von Transitionsereignis-

sen. Nebenläufige (z.B. t1 und t4) Transitionen sind sowohl als simultaner

Schritt wie auch in Folgensemantik dargestellt.

Die folgende Notation für Eingangs- und Ausgangs-Elemente ist üblich:

Definition 2.2 Für ein Netz N = (P, T, F ) und ein Element x ∈ P ∪T

bezeichnet •x := {y ∈ P ∪ T | (y, x) ∈ F} die Menge der Ein-

gangselemente und x• := {y ∈ P ∪ T |(x, y) ∈ F} die Menge der

Ausgangsselemente von x. Ist x ein Platz, dann heißen •x bzw. x•

Eingangs- bzw. Ausgangs-Transitionen. Für eine Menge von Elemen-

ten A ⊆ P ∪ T seien entsprechend •A := {y|∃x ∈ A : (y, x) ∈ F} und

A• := {y|∃x ∈ A : (x, y) ∈ F} . loc(t) := {t} ∪ •t ∪ t• heißt Lokalität

von t.

Beispiel: Für A = {t1, p5, p11} im Netz 3.5 erhält man •A = {p1, t3, t4}

and A• = {p2, p4, t2, t5}.

2.3 Kantenkonstante und Platz/Transitions

Netze

F4/SoSe 2006

(p6, t3) ∈ F (t3, p5) ∈ F

V The Principle of textual Representation

N = (P,T,F) 
              F  ⊆ (P ×T) ∪ (T ×P)
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Abbildung 2.6: Schaltregel

in Abb. 3.6 gezeigt: eine Transition kann schalten, wenn alle Eingangs-

stellen eine Marke enthalten. Das Ergebnis des Schaltens ist das Entfer-

nen der Marken in den Eingangsstellen und das Hinzufügen der Marken

zu den Ausgangsstellen.

Die Abbildung 3.7 zeigt alle möglichen Folgen von Transitionsereignis-

sen. Nebenläufige (z.B. t1 und t4) Transitionen sind sowohl als simultaner

Schritt wie auch in Folgensemantik dargestellt.

Die folgende Notation für Eingangs- und Ausgangs-Elemente ist üblich:

Definition 2.2 Für ein Netz N = (P, T, F ) und ein Element x ∈ P ∪T

bezeichnet •x := {y ∈ P ∪ T | (y, x) ∈ F} die Menge der Ein-

gangselemente und x• := {y ∈ P ∪ T |(x, y) ∈ F} die Menge der

Ausgangsselemente von x. Ist x ein Platz, dann heißen •x bzw. x•

Eingangs- bzw. Ausgangs-Transitionen. Für eine Menge von Elemen-

ten A ⊆ P ∪ T seien entsprechend •A := {y|∃x ∈ A : (y, x) ∈ F} und

A• := {y|∃x ∈ A : (x, y) ∈ F} . loc(t) := {t} ∪ •t ∪ t• heißt Lokalität

von t.

Beispiel: Für A = {t1, p5, p11} im Netz 3.5 erhält man •A = {p1, t3, t4}

and A• = {p2, p4, t2, t5}.

2.3 Kantenkonstante und Platz/Transitions

Netze

F4/SoSe 2006

new:
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Abbildung 3.12: Platz/Transitions Netz N3

b) Eine Transition t ∈ T heißt aktiviert in einer Markierung m, falls

∀p ∈ •t. m(p) ≥ W (p, t) (als Relation: m t
−→).

c) Es sei W̃ (p, t) :=

{
W (p, t) falls (p, t),∈ F

0 sonst.

und entsprechend W̃ (t, p) :=

{
W (t, p), falls (t, p) ∈ F

0 sonst.
Ist t in m aktiviert, dann ist die Nachfolgemarkierung definiert

durch

m t
−→m′ ⇔ ∀p ∈ P. (m(p) ≥ W̃ (p, t) ∧ m′(p) = m(p) − W̃ (p, t) +

W̃ (t, p)). (Beachte, dass es sich jetzt um Operationen auf IN han-

delt!).

d) Definiert man W (•, t) := (W̃ (p1, t), . . . , W̃ (p|P |, t)) als Vektor der

Länge |P | und entsprechend W (t, •) := (W̃ (t, p1), . . . , W̃ (t, p|P |)),

dann kann die Nachfolgemarkierung einfacher durch Vektoren de-

finiert werden:

m t
−→m′ ⇔ m ≥ W (•, t) ∧ m′ = m− W (•, t) + W (t, •)).

Dabei sind die Operatoren auf IN komponentenweise auf Vektoren

zu erweitern.

Beispiel: Im P/T-Netz N3 von Abb. 3.12 ist die Anfangsmarkierung

der Vektor m0 = (2, 0, 0, 0, 0, 1, 0) oder (alternativ) die Abbildung m0 :

P → IN mit m0(p1) = 2, m0(p6) = 1 und m0(pi) = 0 in den anderen

Fällen. Oft ist es praktisch eine Markierung als Wort zu schreiben: m0

= p2
1p6 oder m0 =< p2

1p6 >.

Eine Schaltfolge für das P/T-Netz N3 in der Vektorschreibweise ist:

F4/SoSe 2006
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Abbildung 2.6: Schaltregel

in Abb. 3.6 gezeigt: eine Transition kann schalten, wenn alle Eingangs-

stellen eine Marke enthalten. Das Ergebnis des Schaltens ist das Entfer-

nen der Marken in den Eingangsstellen und das Hinzufügen der Marken

zu den Ausgangsstellen.

Die Abbildung 3.7 zeigt alle möglichen Folgen von Transitionsereignis-

sen. Nebenläufige (z.B. t1 und t4) Transitionen sind sowohl als simultaner

Schritt wie auch in Folgensemantik dargestellt.

Die folgende Notation für Eingangs- und Ausgangs-Elemente ist üblich:

Definition 2.2 Für ein Netz N = (P, T, F ) und ein Element x ∈ P ∪T

bezeichnet •x := {y ∈ P ∪ T | (y, x) ∈ F} die Menge der Ein-

gangselemente und x• := {y ∈ P ∪ T |(x, y) ∈ F} die Menge der

Ausgangsselemente von x. Ist x ein Platz, dann heißen •x bzw. x•

Eingangs- bzw. Ausgangs-Transitionen. Für eine Menge von Elemen-

ten A ⊆ P ∪ T seien entsprechend •A := {y|∃x ∈ A : (y, x) ∈ F} und

A• := {y|∃x ∈ A : (x, y) ∈ F} . loc(t) := {t} ∪ •t ∪ t• heißt Lokalität

von t.

Beispiel: Für A = {t1, p5, p11} im Netz 3.5 erhält man •A = {p1, t3, t4}

and A• = {p2, p4, t2, t5}.

2.3 Kantenkonstante und Platz/Transitions
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Abbildung 3.12: Platz/Transitions Netz N3

b) Eine Transition t ∈ T heißt aktiviert in einer Markierung m, falls

∀p ∈ •t. m(p) ≥ W (p, t) (als Relation: m t
−→).

c) Es sei W̃ (p, t) :=

{
W (p, t) falls (p, t),∈ F

0 sonst.

und entsprechend W̃ (t, p) :=

{
W (t, p), falls (t, p) ∈ F

0 sonst.
Ist t in m aktiviert, dann ist die Nachfolgemarkierung definiert

durch

m t
−→m′ ⇔ ∀p ∈ P. (m(p) ≥ W̃ (p, t) ∧ m′(p) = m(p) − W̃ (p, t) +

W̃ (t, p)). (Beachte, dass es sich jetzt um Operationen auf IN han-

delt!).

d) Definiert man W (•, t) := (W̃ (p1, t), . . . , W̃ (p|P |, t)) als Vektor der

Länge |P | und entsprechend W (t, •) := (W̃ (t, p1), . . . , W̃ (t, p|P |)),

dann kann die Nachfolgemarkierung einfacher durch Vektoren de-

finiert werden:

m t
−→m′ ⇔ m ≥ W (•, t) ∧ m′ = m− W (•, t) + W (t, •)).

Dabei sind die Operatoren auf IN komponentenweise auf Vektoren

zu erweitern.

Beispiel: Im P/T-Netz N3 von Abb. 3.12 ist die Anfangsmarkierung

der Vektor m0 = (2, 0, 0, 0, 0, 1, 0) oder (alternativ) die Abbildung m0 :

P → IN mit m0(p1) = 2, m0(p6) = 1 und m0(pi) = 0 in den anderen

Fällen. Oft ist es praktisch eine Markierung als Wort zu schreiben: m0

= p2
1p6 oder m0 =< p2

1p6 >.

Eine Schaltfolge für das P/T-Netz N3 in der Vektorschreibweise ist:
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Abbildung 2.6: Schaltregel

in Abb. 3.6 gezeigt: eine Transition kann schalten, wenn alle Eingangs-

stellen eine Marke enthalten. Das Ergebnis des Schaltens ist das Entfer-

nen der Marken in den Eingangsstellen und das Hinzufügen der Marken

zu den Ausgangsstellen.

Die Abbildung 3.7 zeigt alle möglichen Folgen von Transitionsereignis-

sen. Nebenläufige (z.B. t1 und t4) Transitionen sind sowohl als simultaner

Schritt wie auch in Folgensemantik dargestellt.

Die folgende Notation für Eingangs- und Ausgangs-Elemente ist üblich:

Definition 2.2 Für ein Netz N = (P, T, F ) und ein Element x ∈ P ∪T

bezeichnet •x := {y ∈ P ∪ T | (y, x) ∈ F} die Menge der Ein-

gangselemente und x• := {y ∈ P ∪ T |(x, y) ∈ F} die Menge der

Ausgangsselemente von x. Ist x ein Platz, dann heißen •x bzw. x•

Eingangs- bzw. Ausgangs-Transitionen. Für eine Menge von Elemen-

ten A ⊆ P ∪ T seien entsprechend •A := {y|∃x ∈ A : (y, x) ∈ F} und

A• := {y|∃x ∈ A : (x, y) ∈ F} . loc(t) := {t} ∪ •t ∪ t• heißt Lokalität

von t.

Beispiel: Für A = {t1, p5, p11} im Netz 3.5 erhält man •A = {p1, t3, t4}

and A• = {p2, p4, t2, t5}.

2.3 Kantenkonstante und Platz/Transitions
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Abbildung 3.12: Platz/Transitions Netz N3

b) Eine Transition t ∈ T heißt aktiviert in einer Markierung m, falls

∀p ∈ •t. m(p) ≥ W (p, t) (als Relation: m t
−→).

c) Es sei W̃ (p, t) :=

{
W (p, t) falls (p, t),∈ F

0 sonst.

und entsprechend W̃ (t, p) :=

{
W (t, p), falls (t, p) ∈ F

0 sonst.
Ist t in m aktiviert, dann ist die Nachfolgemarkierung definiert

durch

m t
−→m′ ⇔ ∀p ∈ P. (m(p) ≥ W̃ (p, t) ∧ m′(p) = m(p) − W̃ (p, t) +

W̃ (t, p)). (Beachte, dass es sich jetzt um Operationen auf IN han-

delt!).

d) Definiert man W (•, t) := (W̃ (p1, t), . . . , W̃ (p|P |, t)) als Vektor der

Länge |P | und entsprechend W (t, •) := (W̃ (t, p1), . . . , W̃ (t, p|P |)),

dann kann die Nachfolgemarkierung einfacher durch Vektoren de-

finiert werden:

m t
−→m′ ⇔ m ≥ W (•, t) ∧ m′ = m− W (•, t) + W (t, •)).

Dabei sind die Operatoren auf IN komponentenweise auf Vektoren

zu erweitern.

Beispiel: Im P/T-Netz N3 von Abb. 3.12 ist die Anfangsmarkierung

der Vektor m0 = (2, 0, 0, 0, 0, 1, 0) oder (alternativ) die Abbildung m0 :

P → IN mit m0(p1) = 2, m0(p6) = 1 und m0(pi) = 0 in den anderen

Fällen. Oft ist es praktisch eine Markierung als Wort zu schreiben: m0

= p2
1p6 oder m0 =< p2

1p6 >.

Eine Schaltfolge für das P/T-Netz N3 in der Vektorschreibweise ist:

F4/SoSe 2006
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Abbildung 2.6: Schaltregel

in Abb. 3.6 gezeigt: eine Transition kann schalten, wenn alle Eingangs-

stellen eine Marke enthalten. Das Ergebnis des Schaltens ist das Entfer-

nen der Marken in den Eingangsstellen und das Hinzufügen der Marken

zu den Ausgangsstellen.

Die Abbildung 3.7 zeigt alle möglichen Folgen von Transitionsereignis-

sen. Nebenläufige (z.B. t1 und t4) Transitionen sind sowohl als simultaner

Schritt wie auch in Folgensemantik dargestellt.

Die folgende Notation für Eingangs- und Ausgangs-Elemente ist üblich:

Definition 2.2 Für ein Netz N = (P, T, F ) und ein Element x ∈ P ∪T

bezeichnet •x := {y ∈ P ∪ T | (y, x) ∈ F} die Menge der Ein-

gangselemente und x• := {y ∈ P ∪ T |(x, y) ∈ F} die Menge der

Ausgangsselemente von x. Ist x ein Platz, dann heißen •x bzw. x•

Eingangs- bzw. Ausgangs-Transitionen. Für eine Menge von Elemen-

ten A ⊆ P ∪ T seien entsprechend •A := {y|∃x ∈ A : (y, x) ∈ F} und

A• := {y|∃x ∈ A : (x, y) ∈ F} . loc(t) := {t} ∪ •t ∪ t• heißt Lokalität

von t.

Beispiel: Für A = {t1, p5, p11} im Netz 3.5 erhält man •A = {p1, t3, t4}

and A• = {p2, p4, t2, t5}.

2.3 Kantenkonstante und Platz/Transitions
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Abbildung 3.12: Platz/Transitions Netz N3

b) Eine Transition t ∈ T heißt aktiviert in einer Markierung m, falls

∀p ∈ •t. m(p) ≥ W (p, t) (als Relation: m t
−→).

c) Es sei W̃ (p, t) :=

{
W (p, t) falls (p, t),∈ F

0 sonst.

und entsprechend W̃ (t, p) :=

{
W (t, p), falls (t, p) ∈ F

0 sonst.
Ist t in m aktiviert, dann ist die Nachfolgemarkierung definiert

durch

m t
−→m′ ⇔ ∀p ∈ P. (m(p) ≥ W̃ (p, t) ∧ m′(p) = m(p) − W̃ (p, t) +

W̃ (t, p)). (Beachte, dass es sich jetzt um Operationen auf IN han-

delt!).

d) Definiert man W (•, t) := (W̃ (p1, t), . . . , W̃ (p|P |, t)) als Vektor der

Länge |P | und entsprechend W (t, •) := (W̃ (t, p1), . . . , W̃ (t, p|P |)),

dann kann die Nachfolgemarkierung einfacher durch Vektoren de-

finiert werden:

m t
−→m′ ⇔ m ≥ W (•, t) ∧ m′ = m− W (•, t) + W (t, •)).

Dabei sind die Operatoren auf IN komponentenweise auf Vektoren

zu erweitern.

Beispiel: Im P/T-Netz N3 von Abb. 3.12 ist die Anfangsmarkierung

der Vektor m0 = (2, 0, 0, 0, 0, 1, 0) oder (alternativ) die Abbildung m0 :

P → IN mit m0(p1) = 2, m0(p6) = 1 und m0(pi) = 0 in den anderen

Fällen. Oft ist es praktisch eine Markierung als Wort zu schreiben: m0

= p2
1p6 oder m0 =< p2

1p6 >.

Eine Schaltfolge für das P/T-Netz N3 in der Vektorschreibweise ist:
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Abbildung 2.6: Schaltregel

in Abb. 3.6 gezeigt: eine Transition kann schalten, wenn alle Eingangs-

stellen eine Marke enthalten. Das Ergebnis des Schaltens ist das Entfer-

nen der Marken in den Eingangsstellen und das Hinzufügen der Marken

zu den Ausgangsstellen.

Die Abbildung 3.7 zeigt alle möglichen Folgen von Transitionsereignis-

sen. Nebenläufige (z.B. t1 und t4) Transitionen sind sowohl als simultaner

Schritt wie auch in Folgensemantik dargestellt.

Die folgende Notation für Eingangs- und Ausgangs-Elemente ist üblich:

Definition 2.2 Für ein Netz N = (P, T, F ) und ein Element x ∈ P ∪T

bezeichnet •x := {y ∈ P ∪ T | (y, x) ∈ F} die Menge der Ein-

gangselemente und x• := {y ∈ P ∪ T |(x, y) ∈ F} die Menge der

Ausgangsselemente von x. Ist x ein Platz, dann heißen •x bzw. x•

Eingangs- bzw. Ausgangs-Transitionen. Für eine Menge von Elemen-

ten A ⊆ P ∪ T seien entsprechend •A := {y|∃x ∈ A : (y, x) ∈ F} und

A• := {y|∃x ∈ A : (x, y) ∈ F} . loc(t) := {t} ∪ •t ∪ t• heißt Lokalität

von t.

Beispiel: Für A = {t1, p5, p11} im Netz 3.5 erhält man •A = {p1, t3, t4}

and A• = {p2, p4, t2, t5}.

2.3 Kantenkonstante und Platz/Transitions

Netze
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P/T net 

4. Basic Definitions∗

In this chapter a formal definition of place/transition nets and coloured Petri
nets is given. Although the former are special cases of the latter, for didactic
reasons we start with place/transition nets.

4.1 Formal Definition of Place/Transition Nets

Place/transition nets are nets in the sense of Definition 2.2.1 together with
a definition of arc weights.

Definition 4.1.1. A place/transition net (P/T net) is defined by a tuple
N = 〈P, T,Pre,Post〉, where

• P is a finite set (the set of places of N ),
• T is a finite set (the set of transitions of N ), disjoint from P , and
• Pre,Post ∈ IN|P |×|T | are matrices (the backward and forward incidence

matrices of N ). C = Post−Pre is called the incidence matrix of N .

There is an arc with weight n > 0 from a place p ∈ P to some transition
t ∈ T iff Pre[p, t] = n with n > 0 and there is an arc with weight n > 0
from a transition t ∈ T to some place p ∈ P iff Post[p, t] = n > 0. Hence,
F := {(p, t) ∈ P × T | Pre[p, t] > 0} ∪ {(t, p) ∈ T × P | Post[p, t] > 0} is the
set of arcs of N .

This leads to the following alternative but equivalent definition of
place/transition nets, which is closer to the graphical representation.

Definition 4.1.2. A place/transition net (P/T net) is defined by a tuple
N = 〈P, T, F,W 〉, where

• 〈P, T, F 〉 is a net (Definition 2.2.1) with finite sets P and T , and
• W : F → IN\{0} is a function (weight function).

Example 4.1.3. For the P/T net N3 of Figure 3.6 we have:
P = {p1, . . . , p7}, T = {t1 . . . , t3}, F = {(p1, t1), (t1, p2), . . . , (p4, t3), . . .},
W (p1, t1) = 1,W (t1, p2) = 1, . . . ,W (p4, t3) = 2, . . .,

∗ Author: R. Valk
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Abbildung 3.12: Platz/Transitions Netz N3

b) Eine Transition t ∈ T heißt aktiviert in einer Markierung m, falls

∀p ∈ •t. m(p) ≥ W (p, t) (als Relation: m t
−→).

c) Es sei W̃ (p, t) :=

{
W (p, t) falls (p, t),∈ F

0 sonst.

und entsprechend W̃ (t, p) :=

{
W (t, p), falls (t, p) ∈ F

0 sonst.
Ist t in m aktiviert, dann ist die Nachfolgemarkierung definiert

durch

m t
−→m′ ⇔ ∀p ∈ P. (m(p) ≥ W̃ (p, t) ∧ m′(p) = m(p) − W̃ (p, t) +

W̃ (t, p)). (Beachte, dass es sich jetzt um Operationen auf IN han-

delt!).

d) Definiert man W (•, t) := (W̃ (p1, t), . . . , W̃ (p|P |, t)) als Vektor der

Länge |P | und entsprechend W (t, •) := (W̃ (t, p1), . . . , W̃ (t, p|P |)),

dann kann die Nachfolgemarkierung einfacher durch Vektoren de-

finiert werden:

m t
−→m′ ⇔ m ≥ W (•, t) ∧ m′ = m− W (•, t) + W (t, •)).

Dabei sind die Operatoren auf IN komponentenweise auf Vektoren

zu erweitern.

Beispiel: Im P/T-Netz N3 von Abb. 3.12 ist die Anfangsmarkierung

der Vektor m0 = (2, 0, 0, 0, 0, 1, 0) oder (alternativ) die Abbildung m0 :

P → IN mit m0(p1) = 2, m0(p6) = 1 und m0(pi) = 0 in den anderen

Fällen. Oft ist es praktisch eine Markierung als Wort zu schreiben: m0

= p2
1p6 oder m0 =< p2

1p6 >.

Eine Schaltfolge für das P/T-Netz N3 in der Vektorschreibweise ist:
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m(p1) = 2,m(p6) = 1,m(pi) = 0 für i ∈ {p2, p3, p4, p5, p7}

Kapitel 3: Petrinetze
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Abbildung 3.12: Platz/Transitions Netz N3

b) Eine Transition t ∈ T heißt aktiviert in einer Markierung m, falls

∀p ∈ •t. m(p) ≥ W (p, t) (als Relation: m t
−→).

c) Es sei W̃ (p, t) :=

{
W (p, t) falls (p, t),∈ F

0 sonst.

und entsprechend W̃ (t, p) :=

{
W (t, p), falls (t, p) ∈ F

0 sonst.
Ist t in m aktiviert, dann ist die Nachfolgemarkierung definiert

durch

m t
−→m′ ⇔ ∀p ∈ P. (m(p) ≥ W̃ (p, t) ∧ m′(p) = m(p) − W̃ (p, t) +

W̃ (t, p)). (Beachte, dass es sich jetzt um Operationen auf IN han-

delt!).

d) Definiert man W (•, t) := (W̃ (p1, t), . . . , W̃ (p|P |, t)) als Vektor der

Länge |P | und entsprechend W (t, •) := (W̃ (t, p1), . . . , W̃ (t, p|P |)),

dann kann die Nachfolgemarkierung einfacher durch Vektoren de-

finiert werden:

m t
−→m′ ⇔ m ≥ W (•, t) ∧ m′ = m− W (•, t) + W (t, •)).

Dabei sind die Operatoren auf IN komponentenweise auf Vektoren

zu erweitern.

Beispiel: Im P/T-Netz N3 von Abb. 3.12 ist die Anfangsmarkierung

der Vektor m0 = (2, 0, 0, 0, 0, 1, 0) oder (alternativ) die Abbildung m0 :

P → IN mit m0(p1) = 2, m0(p6) = 1 und m0(pi) = 0 in den anderen

Fällen. Oft ist es praktisch eine Markierung als Wort zu schreiben: m0

= p2
1p6 oder m0 =< p2

1p6 >.

Eine Schaltfolge für das P/T-Netz N3 in der Vektorschreibweise ist:
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Definition 3.10 Der Erreichbarkeitsgraph eines kantenkonstanten

gefärbten Netzes N ist ein Tupel RG(N ) := (Kn,Ka) mit Knotenmenge

Kn := R(N ) (siehe Def. 3.6) und Kantenmenge Ka := {(m1, t,m2) |

m1
t

−→m2} vergl. Def. 3.5.

Beispiel: Der Erreichbarkeitsgraph des P/T-Netzes aus Abb. 3.5 ist

links in Abb. 3.15 dargestellt. Vergleichen Sie ihn mit Abb. 3.7! Rechts

in dieser Abbildung ist der Erreichbarkeitsgraph des KKN 3.10 zu sehen.

Der Erreichbarkeitsgraph eines Netzes entspricht dem Transitionssystem

eines PA-Ausdruckes. Zum Vergleich modellieren wir das Beispiel des

Rennwagenstarts mit einem PA-Ausdruck. Dazu verwenden wir ähnliche

Namen der Aktionen wie am Anfang des Kapitels:

Liste der Aktionen: t1: car a; send ready sign (send a)

t2: car a; start race (start a)

t3: starter; give start sign (give start sign)

t4: car b; send ready sign (send b)

t5: car b; start race (start a)

F4/SoSe 2006
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Abbildung 3.15: Erreichbarkeitsgraphen der Netze 3.5 und 3.10
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arc - constant nets30 3. Intuitive Models

colour, for each place p a colour domain or colour set cd(p) is defined. In
our case cd(p1&10) = {a, b}. Other examples of colour domains are the set of
integers or boolean values.

For a transition t with respect to an input place it must be indicated
which of the individual tokens should be removed. In the net of Figure 3.2
this is done by inscriptions on the corresponding arc. For instance, transition
t1 can occur if there is an object a in the place p1&10. When this is the case,
on the occurrence of t1 the token a is removed and added to the place p2&11

and an (indistinguishable) token is added to p4. We suppose that the places
p1&10, p2&11, and p3&12 have the colour domain cars = {a, b} denoting car a
and car b. The starter is modelled by the token s, hence places p6 and p7 have
the colour domain starter = {s}. As shown in Figure 3.2 colour domains are
represented by lower case italics near the place symbols.

a

b
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b
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s s

a b

p
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p
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3&12

s

p
6
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p
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p
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p
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cars cars cars

starter
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colour sets:�
  cars = {a,b}

  starter = {s}

constants:

  a,b,s

Fig. 3.2. Arc-constant CPN N1

The places p4, p8, p5, and p9 are supposed to hold an indistinguishable
token and therefore have the colour domain token = {•}, which is assumed
to hold by default. Also, by default, arcs without any inscription (such as
(t1, p4)) are assumed to bear the constant “•”. This example of a coloured
net can be understood as a folding of the net N in Figure 2.5. To underline
this aspect, names such as p1&10 are chosen since this place plays the role
of the former places p1 and p10. The reader should note that the (ordinary)
net N of Figure 2.5 and the (coloured) net N1 contain the same information
and have a very similar behaviour. Since N1 contains objects from a colour
domain, it is called a coloured Petri net (CPN). To distinguish this model
from general CPNs, we call it an arc-constant coloured Petri net (ac-CPN),
since the inscriptions on the arcs are constants (and not variables).

For the next step in our introduction, we assume that the modeller of the
example system also wants to represent the messages “ready sign of car a”
(rsa), “ready sign of car b” (rsb), “start sign for car a” (ssa), and “start sign
for car b” (ssb) explicitly by tokens with identifiers as given. The correspond-

 colour of

the place

 colour
   set

 consta
nt
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colour sets: �
  cars = {a,b}

  starter = {s}

  ready = {rsa,rsb}

  start = {ssa,ssb}

constants:

  a,b,s,rsa,rsb,ssa,ssb

Fig. 3.3. Arc-constant CPN N2

ing net N2 is shown in Figure 3.3. As a new feature of this net, transition
t3 has to remove both signals rsa and rsb from place p4. Thus the new ex-
pression rsa + rsb denotes the set {rsa, rsb}. By such an inscription, t3 is
enabled if both rsa and rsb are in p4 and on the occurrence of this transition
both tokens are removed. In the general case, bags (multisets) will be used
instead of sets where multiple copies of elements are allowed. A formal defi-
nition of bags will be given in Section 4.2. In the present section an intuitive
understanding is sufficient.

a+b

2’b

b

b

a+b
b

b

a  b b c

a b c

a b
c

b c

2’b

Fig. 3.4. Occurrence rule for ac-CPN

The transition-occurrence rule for arc-constant coloured nets is illustrated
in Figure 3.4: all input places contain at least as many individual tokens as
specified by the corresponding arcs. Thus the transition is enabled. In the
successor marking they are removed and tokens are added to the output
places, as indicated by the arc inscriptions.

The initial marking of N2 (Figure 3.3) can be formalised as a vector
({a, b}, ∅, ∅, ∅, ∅, {s}, ∅) where entry i gives the bag of coloured tokens in place
pi. The entire occurrence sequence, i.e. the initial marking and all successor
markings with respect to the transition sequence t4, t1, t3, t2, t5, is given in
the following vectors.
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instead of sets where multiple copies of elements are allowed. A formal defi-
nition of bags will be given in Section 4.2. In the present section an intuitive
understanding is sufficient.
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Fig. 3.4. Occurrence rule for ac-CPN

The transition-occurrence rule for arc-constant coloured nets is illustrated
in Figure 3.4: all input places contain at least as many individual tokens as
specified by the corresponding arcs. Thus the transition is enabled. In the
successor marking they are removed and tokens are added to the output
places, as indicated by the arc inscriptions.

The initial marking of N2 (Figure 3.3) can be formalised as a vector
({a, b}, ∅, ∅, ∅, ∅, {s}, ∅) where entry i gives the bag of coloured tokens in place
pi. The entire occurrence sequence, i.e. the initial marking and all successor
markings with respect to the transition sequence t4, t1, t3, t2, t5, is given in
the following vectors.

 consta
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t3 has to remove both signals rsa and rsb from place p4. Thus the new ex-
pression rsa + rsb denotes the set {rsa, rsb}. By such an inscription, t3 is
enabled if both rsa and rsb are in p4 and on the occurrence of this transition
both tokens are removed. In the general case, bags (multisets) will be used
instead of sets where multiple copies of elements are allowed. A formal defi-
nition of bags will be given in Section 4.2. In the present section an intuitive
understanding is sufficient.
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The transition-occurrence rule for arc-constant coloured nets is illustrated
in Figure 3.4: all input places contain at least as many individual tokens as
specified by the corresponding arcs. Thus the transition is enabled. In the
successor marking they are removed and tokens are added to the output
places, as indicated by the arc inscriptions.

The initial marking of N2 (Figure 3.3) can be formalised as a vector
({a, b}, ∅, ∅, ∅, ∅, {s}, ∅) where entry i gives the bag of coloured tokens in place
pi. The entire occurrence sequence, i.e. the initial marking and all successor
markings with respect to the transition sequence t4, t1, t3, t2, t5, is given in
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nets is that transitions t1, t4 and t2, t5 of N2 are folded together and renamed
in N4 as t1 and t2 respectively. To preserve the original behaviour, transitions
t1 and t2 are considered to occur in two “occurrence modes” mode1 and
mode2. Depending on the mode, different elements in the arc inscriptions
have to be selected. To this end arc expressions are replaced by arc vectors of
such expressions, as shown in Figure 3.9. Each entry of an arc vector uniquely
corresponds to an occurrence mode of the transition.
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transition rule of coloured nets

36 3. Intuitive Models

The occurrence rule is changed as follows:

1. Select an occurrence mode of the transition.
2. Temporarily replace arc vectors by the component corresponding to this

mode.
3. Apply to this transition the occurrence rule of arc-constant CPN.

Usually in the literature the association of values with different occurrence
modes is represented by expressions containing variables. For each transition
a finite set of variables is defined which is strictly local to this transition.
These variables have types or colour domains which usually are the colours
of the places connected to the transition. In Figure 3.10 the set of variables
of transition t1 is {x, y}. The types of x and y are dom(x) = cars and dom(y)
= ready, respectively.
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Fig. 3.11. Occurrence rule for CPN

An assignment of values to variables is called a binding. Clearly, not all
possible bindings can be allowed for a correctly behaving net. The appropriate
restriction is defined by a predicate at the transition which is called a guard .
The occurrence rule for CPNs is explained in Figure 3.11, where all places p
are assumed to have the colour set cd(p) = objects = {a, b, c}. The colour (or
domain) of all variables in this example is also objects. Now the occurrence
rule is:

1. Select a binding such that the guard holds, i.e. associate with each variable
a value of its colour, as shown in b) of Figure 3.11 for the binding β1 =
[x = a, y = b, z = b].

2. Temporarily replace variables by the associated constants, as shown in c).

binding of (local)
variables

transition 
rule of 

arc-constant  net
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nets is that transitions t1, t4 and t2, t5 of N2 are folded together and renamed
in N4 as t1 and t2 respectively. To preserve the original behaviour, transitions
t1 and t2 are considered to occur in two “occurrence modes” mode1 and
mode2. Depending on the mode, different elements in the arc inscriptions
have to be selected. To this end arc expressions are replaced by arc vectors of
such expressions, as shown in Figure 3.9. Each entry of an arc vector uniquely
corresponds to an occurrence mode of the transition.
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in N4 as t1 and t2 respectively. To preserve the original behaviour, transitions
t1 and t2 are considered to occur in two “occurrence modes” mode1 and
mode2. Depending on the mode, different elements in the arc inscriptions
have to be selected. To this end arc expressions are replaced by arc vectors of
such expressions, as shown in Figure 3.9. Each entry of an arc vector uniquely
corresponds to an occurrence mode of the transition.
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92 Kapitel 4: Höhere Petrinetze

Das Beispiel der Datenbank-Manager5

Eine Menge von n > 0 Datenbanken soll von n Prozessen, genannt Datenbank-Manager,
DBM = {d1, d2, . . . , dn} so verwaltet werden, dass sie immer den gleichen Inhalt haben. Um
dies zu erreichen, sollen die Manager miteinander kommunizieren. Jeder Manager kann seine ei-
gene Datenbank aktualisieren. Dabei muß er an jeden anderen Manager eine Nachricht senden,
die diesen über die Aktualisierung informiert. Der Manager muß warten, bis alle anderen die-
se Nachricht erhalten, die Aktualisierung durchgeführt und eine entsprechende Rückmeldung
zurückgesandt haben. Erst dann kehrt der Manager in den Zustand inactive zurück.

Dabei sollen weder die Datenbanken noch ihre Aktualisierung dargestellt werden, sondern nur
der Nachrichtenaustausch.

Zustände der Manager : inactive, waiting, performing

Nachrichten : MS = {(s, r)|s, r ∈ DBM ∧ s #= r}

Zustände der Nachrichtenpuffer : unused, sent, received, acknowledged

wechselseitiger Ausschluß : exclusion

Spezifikation für das gefärbte Netz von Abb. 4.22:

Farben : DBM = {d1, d2, . . . , dn}

MS = {(s, r)|s, r ∈ DBM ∧ s #= r}

E = {e}

Variablen : V ar = {e, r, s}

dom(e) = E, dom(r) = dom(s) = DBM

Funktionen :

MINE : DBM → Bag(MS) MINE(s) :=
∑

r !=s (s, r)

REC : MS → DBM REC((s, r)) := r

ABS : DBM → E ABS(s) := e

Anfangsmarkierung : m0(p) :=






DBM falls p = inactive
MS falls p = unused
{e} falls p = exclusion
∅ sonst

Nicht alle Funktionen dieser Spezifikation werden in der graphischen Darstellung von Abb.
4.22 benutzt. Sie sind jedoch nützlich um die Funktion Wβ(x, y) ∈ Bag(cd(x, y)) (wobei
(x, y) ∈ F ) aus der Definition 4.13 von gefärbten Netzen zu definieren. Beispielweise ergibt
sich für (x, y) = (T2, unused) und die Belegung β = [s = d1] der Wert Wβ(T2, unused) =
MINE(d1). Diese Funktion ist in der Matrix von Abb. 4.23 im Eintrag (unused, T2) ange-
geben. Für (x, y) = (T3, performing) und β = [s = d1, r = d2] ergibt dies entsprechend

5nach [Jen87]

PNL/WiSe 2005/06

States of managers: inactive, waiting, performing

Messages inactive, waiting, performing

States of channels: unused, sent, received, acknowledged

mutual exclusion: exclusion

colours:
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Zustände der Nachrichtenpuffer : unused, sent, received, acknowledged

wechselseitiger Ausschluß : exclusion

Spezifikation für das gefärbte Netz von Abb. 4.22:

Farben : DBM = {d1, d2, . . . , dn}

MS = {(s, r)|s, r ∈ DBM ∧ s #= r}

E = {e}

Variablen : V ar = {e, r, s}

dom(e) = E, dom(r) = dom(s) = DBM

Funktionen :

MINE : DBM → Bag(MS) MINE(s) :=
∑

r !=s (s, r)

REC : MS → DBM REC((s, r)) := r

ABS : DBM → E ABS(s) := e

Anfangsmarkierung : m0(p) :=






DBM falls p = inactive
MS falls p = unused
{e} falls p = exclusion
∅ sonst

Nicht alle Funktionen dieser Spezifikation werden in der graphischen Darstellung von Abb.
4.22 benutzt. Sie sind jedoch nützlich um die Funktion Wβ(x, y) ∈ Bag(cd(x, y)) (wobei
(x, y) ∈ F ) aus der Definition 4.13 von gefärbten Netzen zu definieren. Beispielweise ergibt
sich für (x, y) = (T2, unused) und die Belegung β = [s = d1] der Wert Wβ(T2, unused) =
MINE(d1). Diese Funktion ist in der Matrix von Abb. 4.23 im Eintrag (unused, T2) ange-
geben. Für (x, y) = (T3, performing) und β = [s = d1, r = d2] ergibt dies entsprechend

5nach [Jen87]

PNL/WiSe 2005/06

States of managers: inactive, waiting, performing

Messages inactive, waiting, performing



Prozesse und Nebenläufigkeit   -               Kap 4:  Höhere Petrinetze  (Teil 2)                       Seite 43

92 Kapitel 4: Höhere Petrinetze
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Das Beispiel der Datenbank-Manager5

Eine Menge von n > 0 Datenbanken soll von n Prozessen, genannt Datenbank-Manager,
DBM = {d1, d2, . . . , dn} so verwaltet werden, dass sie immer den gleichen Inhalt haben. Um
dies zu erreichen, sollen die Manager miteinander kommunizieren. Jeder Manager kann seine ei-
gene Datenbank aktualisieren. Dabei muß er an jeden anderen Manager eine Nachricht senden,
die diesen über die Aktualisierung informiert. Der Manager muß warten, bis alle anderen die-
se Nachricht erhalten, die Aktualisierung durchgeführt und eine entsprechende Rückmeldung
zurückgesandt haben. Erst dann kehrt der Manager in den Zustand inactive zurück.

Dabei sollen weder die Datenbanken noch ihre Aktualisierung dargestellt werden, sondern nur
der Nachrichtenaustausch.

Zustände der Manager : inactive, waiting, performing

Nachrichten : MS = {(s, r)|s, r ∈ DBM ∧ s #= r}

Zustände der Nachrichtenpuffer : unused, sent, received, acknowledged

wechselseitiger Ausschluß : exclusion

Spezifikation für das gefärbte Netz von Abb. 4.22:

Farben : DBM = {d1, d2, . . . , dn}

MS = {(s, r)|s, r ∈ DBM ∧ s #= r}

E = {e}

Variablen : V ar = {e, r, s}

dom(e) = E, dom(r) = dom(s) = DBM

Funktionen :

MINE : DBM → Bag(MS) MINE(s) :=
∑

r !=s (s, r)

REC : MS → DBM REC((s, r)) := r

ABS : DBM → E ABS(s) := e

Anfangsmarkierung : m0(p) :=






DBM falls p = inactive
MS falls p = unused
{e} falls p = exclusion
∅ sonst

Nicht alle Funktionen dieser Spezifikation werden in der graphischen Darstellung von Abb.
4.22 benutzt. Sie sind jedoch nützlich um die Funktion Wβ(x, y) ∈ Bag(cd(x, y)) (wobei
(x, y) ∈ F ) aus der Definition 4.13 von gefärbten Netzen zu definieren. Beispielweise ergibt
sich für (x, y) = (T2, unused) und die Belegung β = [s = d1] der Wert Wβ(T2, unused) =
MINE(d1). Diese Funktion ist in der Matrix von Abb. 4.23 im Eintrag (unused, T2) ange-
geben. Für (x, y) = (T3, performing) und β = [s = d1, r = d2] ergibt dies entsprechend
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End of Part I

Content of Part II:

      Petri nets as objects
      Petrinets as mobile agents
      Software development


